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摘要  形如   u ( x ) = Q
b

a

f [ x , s , u ( s) ]
s - x

ds的非线性奇异积分方程当 K 1 , K 2 充分大时或者 X1、

X2、X满足一定条件时,在函数类 H k
1

k
2
( X1 , X2, X) 中有解.本文证明这一结论对更一般形式的非线

性奇异积分方程也是成立的.
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1  主要结果
文献[ 1] 研究了方程

u( x ) = KQ
b

a

F [ x , s, u ( s) ]
s - x

ds (1)

和方程

u ( x ) = K# F x ,Q
b

a

f [ x , s, u( s ) ]
s - x

dB s� � 且b + g ( x ) , (2)

在 | K| 充分小时的可解性.

本文讨论了如下形式的方程

u( x ) = Q
b

a

F[ x , s , u( x ) ]
s - x

ds (3)

和方程

u ( x ) = F x ,Q
b

a

f [ x , s , u( s) ]
s - x

dsy

� � (z

, (4)

结论是,对于方程(3) 有:

定理 1  若函数 F ( x , s, u ) , a < s、x < b, - ] < u < + ] , 满足条件

1bQ
b

a

F ( x , s, 0)
s - x

ds I H k
0
, kc

0
( X1, X2, X) ; (5)

2b | F ( x 1, s 1, u1) - F ( x 2, s2, u 2) | [

B
X( | s 1- s 2 | )

W ( s1, s 2)
+

X* ( | x 1- x 2 | )

W ( s 1, s2)
+ | u1 - u2 |

� � 1)

, (6)

则存在 R 1、R 2 > 0,方程(3) 在空间 H R
1
, R

2
( X1, X2, X) 中可解.

对于方程( 4) ,有:
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定理 2  若函数 F ( x , t ) , a [ x [ b, - ] < t < + ] ,满足条件:

| F( x 1, t 1) - F ( x 2, t 2) | [ A 1( X( | x 1- x 2 | ) + | t 1 - t 2 | ) , (7)

函数 f ( x , s , u ) , a < x、s < b, - ] < u < + ] , 满足条件:

| f ( x 1, s1, u 1) - f ( x 2, s2, u 2) | [ A 2[ X( | s 1- s 2 | ) + X* ( | x 1- x 2 | ) + | u1- u2 | ] ,

(8)

则存在 R 1、R 2 > 0,使方程( 4) 在 H R
1
, R

2
( X1, X2, X) 中有解.

其中

W ( s 1, s2) =
X1( s1 - a) X( s 1- a) X2( b - s 2) X( b - s 2)   s1 [ s2

X1( s2 - a) X( s 2- a) X2( b - s 1) X( b - s 1)   s1 > s2,

W ( s 1, s2) =
X1( s 1- a) X( s1 - a) X2( b - s2) X( b - s2)   s 1 [ s 2

X1( s2 - a) X( s 2- a) X2( b - s 1) X( b - s 1)   s1 > s2,

而函数 X1( R) , X2( R) , X( R) , X( R) , X* ( R) I 5 [ 1]
, 且

sup
0< R[ b- a

X( R)

X( R)
= l 0 < ] , (9)

Q
R

0

d t

Xi ( t ) X( t )
[ li

R

Xi ( R) X( R)
,   i = 1、2, (10)

同时  R

Xi ( R) X( R)
 是几乎增的[ 1]

,

X* ( R) ln
b - a
R

[ d X( R) . (11)

集 H R
1
R

2
( X1, X2, X) 定义为, 若 u( x ) I H R

1
R
2
( X1, X2, X) ,则

sup
a< x

1
、x

2
< b{ | u( x 1) - u ( x 2) |

W ( x 1, x 2)

X( | x 1- x 2 | )
} [ R 2, (12)

sup
a< x< b{ | u ( x ) | X1( x - a) X2( b - x ) } [ R 1. (13)

2  定理 1的证明
先简述文献[ 1] 中的有关内容

定理 3[ 1]  若 F ( x , s, u ) 满足定理 1的条件, 则当

| K| [ min{
K 1

K 1

,
K 2

K 2

} = K0 (14)

时,方程( 1) 在 HK
1
, K

2
( X1, X2, X) 中可解,这里

K 1 = ( K 0+ 2l 2B) + l 1BK 1+ l 2BK 2,

K 2 = ( K . 0 + 2l 4B + 2l 5B ) + l 3BK 1+ l 4BK 2.

记 f ( x , s) = F( x , s, u( s ) ) - F ( x , s , 0) ,

文献[ 1] 中证明了,若
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| f ( x , s) | [ A
X1( s - a) X2( b- s)

,

| f ( x 1, s 1) - f ( x 2, s2) | [ B 1
X( | s 1- s2 | )

W ( s 1, s2)
+ B 2

X* ( | x 1- x 2 | )

W( s 1, s2)
,

则 l 1、l 2、l 3、l 4、l 5 为使下式成立的与 A、B 1、B2 及函数 f 无关的常数

| V ( x ) | [
l 1A + l 2B 1

X1( x - a) X2( b- x )
, (15)

| V ( x 1) - V ( x 2) | [ ( l 3A + l 4B1 + l 5B 2)
X( | x 1- x 2 | )

W ( x 1, x 2)
, (16)

其中 V ( x ) = Q
b

a

f ( x , s)
s - x

ds . (17)

下面给出定理 1的证明:

记 X*i ( R) =
1
K
Xi ( R) , i = 1、2, K 是待定的大于1的数. 我们在以 X*1 ( R)、X*2 ( R)、X( R) 为

特征的空间中用定理 3讨论方程( 3) 的可解性.

X*i 代 Xi后,条件式( 9) ~ (11) 仍显然成立,式(5) 中的 K 0和 K c0用 K
*
0 和 K

* c0代替,且

有 K
*
0 =

1

K
2K 0,  K

*
0 c=

1

K
2K 0c.  式(6) 中的 W 和W 用W

* 和 W
* 代替,由于 K > 1,有

W
*

=
1

K
2 W < W 和 W

*
=

1

K
2 W < W. 由定理 3可知对于任意给定的 K 1、K 2,若

K
*
0 = min

K 1

K
*
1

,
K 2

K
*
2

)

� � �同

\ 1,  (18)

方程(3) 可解(在 H K
1
, K

2
( X*1 , X*2 , X) 中) . 其中

K
*
1 = ( K

*
0 + 2l

*
2 B ) + l

*
1 BK 1+ l

*
2 BK 2,

K
*
2 = ( K

*
0 c+ 2l

*
4 B + 2l

*
5 B ) + l

*
3 BK 1+ l

*
4 BK 2,

这里, l
*
i , i = 1、2、3、4、5也将由类似式(15)、( 16) 所确定. 由式(15)、(16) 知:

| V ( x ) | [
l 1A + l 2B 1

X1( x - a) X2( b- x )
=

1

K
2 l 1A +

1

K
2 l 2B 1

X
*
1 ( x - a ) X

*
2 ( b - a)

| V ( x 1) - V ( x 2) | [ [
1

K
2 l 3A +

1

K
2 l 4B1 +

1

K
2 l 5B 2]

X( | x 1- x 2 | )

W
*

( x 1, x 2)

所以  l
*
i =

1

K
2 l i , i = 1、2、3、4、5, 因此当 K 充分大时, 式 (18) 必然成立. 设 u ( x ) I

HK
1
, K

2
( XÞ1, X

Þ
2, X) 是方程(3) 的一个解,则

| u ( x ) | X*1 ( x - a) X*2 ( b - x ) =
1

K
2 | u ( x ) | X1( x - a) X2( b - x ) [ K 1

即 | u ( x ) | X1( x - a) X2( b - x ) [ K
2
K 1 (19)

同时

| u( x 1) - u( x 2) |

X( | x 1 - x 2 | )
W

*
( x 1, x 2) =

1

K
2

| u( x 1) - u ( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W ( x 1, x 2) [ K 2
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即
| u( x 1) - u ( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W ( x 1, x 2) [ K

2
K 2  , (20)

由式(19)、( 20) 可知 u( x ) I HK
2

K
1
, K

2
K

2
( X1, X2, X) .取定理1中的 R 1 = K

2
K 1, R 2 = K

2
K 2即

可.证毕.

其实,方程(3) 对于下面条件的 R 1、R 2:

R1 > K 0+ 2l 2B;   R 2 > K 0c+ 2l 4B + 2l 5B ,

在空间 H R
1
, R

2
( X1, X2, X) 中有解.这一点从定理 1的证明过程不难推出.

3  定理 2的证明

令 X( x ) = Q
b

a

f [ x , s, u( s ) ]
s - x

ds , (21)

将式(4) 代入式( 21) 得到

X( x ) = Q
b

a

f [ x , s , F ( s , X( s) ) ]
s - x

ds , (22)

式(22) 是关于函数 X( x ) 的积分方程,式( 4) 与式(22) 在如下意义下等价:

若 u ( x ) 是式(4) 的解,则由式( 21) 所确定的函数是式( 22) 的解; 若 X( x ) 是式( 22) 的解,

则函数 u( x ) = F( x , X( x ) ) 是式(4) 的解.

下面用定理 1证明式(22) 的可解性.

记 G ( x , s , X) = f ( x , s, F ( s, X) )

I ( x ) = Q
b

a

G ( x , s, 0)
s - x

ds

因为  | I ( x ) | = | Q
b

a

G ( x , s, 0) - G ( x , x , 0)
s - x

ds + Q
b

a

G ( x , x , 0)
s - x

ds | [

A 2( A 1 + 1)Q
b

a

X( | x - s | )
| s - x |

ds + | G ( x , x , 0) ln
b - x
x - a

|

故存在 K 0 > 0,使得

sup
a< x< b| I ( x ) | X1( x - a) X2( b - x ) [ K 0, (23)

下面验证,存在 K . 0,使得

sup
a< x

1
、x

2
< b

| I ( x 1) - ( x 2) |

X( | x 1 - x 2 | )
W ( x 1、x 2) [ K 0c. (24)

先考虑  a < x 1 [ x 2 [ a +
3
4

( b - a ) .

记 Q1( x ) = Q
b

a

G ( x 1, s , 0)

s - x
ds,

则  | I ( x 1) - I ( x 2) | [ | Q1( x 1) - Q 1( x 2) | + | Q1( x 2) - I ( x 2) | .

这时,不难证明存在 K 0c, 使

| Q1( x 1) - Q 1( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W ( x 1, x 2) [ K 0c (25)

而  Q 1( x 2) - I ( x 2) = Q
b

a

G ( x 1, s , 0) - G ( x 2, s , 0)

s - x 2
ds = L 1+ L 2 + L 3.   (26)
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其中 L 1、L 2、L 3分别是展布在区间[ a, x 2-
x 2- x 1

2 ]、[ x 2-
x 2- x 1

2 , x 2+
x 2- x 1

2 ]、

[ x 2 +
x 2- x 1

2 , b ] 上的积分.若 x 2+
x 2- x 1

2 \ b  时, L 2的积分上限为 b, L 3 = 0. 由条

件(8) 容易得到

| L 1 | [ A 2 X
*

( | x 1- x 2 | ) | ln
 x 2 - a  

x 2- x 1

2

| (27)

和 | L 3 | [ A 2 X
*

( | x 1- x 2 | ) | ln
 x 2 - a  

x 2- x 1

2

| (28)

而  | L 2 | [ | Q
x
2
+

x
2
- x

1
2

x
2
-

x
2
- x

1

2

[ G ( x 2, s , 0) - G ( x 2, x 2, 0) ] - [ G ( x 1, s , 0) - G ( x 1, x 2, 0) ]

s - x 2
ds | +

| [ G ( x 2, x 2, 0) - G ( x 1, x 2, 0) ]Q
x
2
+

x
2
- x

1
2

x
2
-

x
2
- x

1

2

ds
s - x 2

| [

2A 2( A 1 + 1)Q
x
2
+

x
2
- x

1

2

x
2
-

x
2
- x

1
2

X( | s - x 2 | )

| s - x 2 |
ds (29)

由于 X I 5 [ 1]
, 所以存在 A X > 0,Q

R

0

X( t )
t

dt [ A XX( R) ,于是由式(29) 得到:

| L 2 | [ 4A 2( A 1 + 1) A XX(
| x 2 - x 1 |

2
) , (30)

这样根据关系式(11) 不难得到存在 K 0c > 0,使

| L i |

X( | x 1- x 2 | )
X( x 1, x 2) [ K 0c,  i = 1、2、3、4, (31)

由式(25)、(31) 可知, 存在 K 0c > 0,使

| I ( x 1) - ( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W ( x 1, x 2) [ K 0c,   a < x 1 [ x 2 [ a +

3
4

( b - a ) . (32)

当 a +
1
4 ( b- a) [ x 1 [ x 2 < b 时,类似地可得到:

| I ( x 1) - I ( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W ( x 1, x 2) [ K 0c

当 a < x 1 [ a +
1
4

( b - a) , a +
3
4

( b - a) [ x 2 < b 时,

| I ( x 1) - I ( x 2) |

X( | x 1- x 2 | )
W( x 1, x 2) [

| I ( x 1) | + | I ( x 2) |

X( |
b - a
2 | )

W ( x 1, x 2) [ K 0c.

可见式(24) 成立,故 I ( x ) I HK
0
, K

.
0( X1, X2, X) ,即函数 G ( x , s , X) 满足定理 1的条件(5) .

G ( x , s, X) 满足条件(6) 是不难验证的,所以由定理 1得到,存在 R 1、R 2 > 0,方程(22) 在

H R
1
, R

2
( X1, X2, X) 中有解.这时, u ( x ) = F ( x , X( x ) ) 是方程(4) 的解. 由于:

| u ( x ) | [ | F ( x , X( x ) ) - F ( a, 0) | + | F( a, 0) | [

A 1[ X( x - a) + | X( x ) | ] + | F ( a, 0) |  , (33)

79 第 1 期 赵善基等: 一类非线性奇异积分方程



| u ( x 1) - u( x 2) | [ A 2[ X( | x 1- x 2 | ) + | X( x 1) - X( x 2) | ] (34)

所以存在 R 1、R 2 > 0,使得:

u( x ) I H R
1
, R

2
( X1, X2, X) ,

定理 2得证.

下面给出定理 2的一个推论

设 L1, L2, L是 3个正数, 且 Li + L < 1, i = 1、2,取

Xi ( R) = RLi, X( R) = RL,    i = 1、2 (35)

推论  在定理2的条件下,其中 Xi、X取(35) 给出的形式,则方程(4) 有满足如下条件的解

u( x ) :

¹ 在包含于区间( a, b) 内的任何一闭区间上, u( x ) 满足 H - 条件[ 2]

º 在端点附近

u( x ) =
u i ( x )

( x - ci )
A

i
 ,   i = 1、2

其中 c1 = a, c2 = b; u1( x )、u 2( x ) 分别在 x = a和x = b附近满足H - 条件; Ai = Li + L,

i = 1、2.

下面仅证在端点 x = a附近u ( x ) 满足条件 º . 不妨设 a < x 1 [ x 2 [ a + b
2

,

u1( x ) = u( x ) ( x - a)
A
1 = u( x ) X1( x - a) X( x - a)

所以 | u1( x 1) - u 1( x 2) | [ | u( x 1) - u ( x 2) | X1( x 1- a) X( x 1 - a ) +

| u ( x 2) | #| X1( x 1- a) X( x 1- a) - X1( x 2- a) X( x 2- a) |

| u( x 1) - u ( x 2) | X1( x 1- a) X( x 1- a) [ R 2
X1( x 1- a) X( x 1- a)

W ( x 1, x 2)
X( | x 1- x 2 | ) =

R 2
| x 1- x 2 |

L

X2( b - x 2) X( b - x 2)
[ L 1 | x 1- x 2 |

L
(36)

| u ( x 2) | #| X1( x 1 - a) X( x 1 - a) - X1( x 2- a) X( x 2- a) | [

R 1

X1( x 2 - a) X2( b- x 2)
| ( x 1 - a)

A
1 - ( x 2- a)

A
1 | [

R 1

b - a
a

# 1
( x 2- a)

L
1

# c | x 1- x 2 |
A
1 [ L 2 | x 1- x 2 |

L
(37)

由(36)、(37) 可知 u 1( x ) 满足 H - 条件.
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On Solvablity of a Certain Class

Non- Linear Singlar Integral Equation

Zhao Shanji1)  Zeng Wenqu2)

1) Dept of Mat hs. Jiang Men Education Emstitute , 520900

2) Postg raduate Education office GDUT , 510090

Abstract  When R 1、R 2 is amply big or X1、X2、X is in conform ity w ith certain condit ions , the

follow ing nonlinear singular integral equat ion

u( x ) = Q
b

a

f [ x , s , u( x ) ]
s - x

ds

has at least one solution in funct ional class H K
1
、K

2
( X1, X2, X) . It is right to g eneral non - linear

singulay integral equation , too.

Key words  non - linear; singular integral equation; Holder fanctional class
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Study on Preparation of Chitosan with Microwave New Technology
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Abstract  Using microw ave radiation technolog y, the chitosan is prepared by chitin deacetylat ion in

about 50% sodium hydroxide solut ion. The experiments show that the deacetylation is 77% once in

fifteen m inutes. It almost reaches 100% deacety lation by three t imes and over.
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